Opakovani - Soustava hmotnych bodu

» Soustava N ¢astic,

Z A
m. 7 napt. molekuly plynu v uzaviené nadobé
| » Poloha i-tého bodu: I = X;€, + Y;€, +Z€,
I o _dr
* Rychlost, hybnost i-t¢ho bodu: V., = d
/. t
Rr N d’F
» * Zrychleni i-tého bodu: ﬁi = —2'
y dt
N
X * Hmotnost soustavy hmotnych bodii: M = Z m.
N i=1
_ Z m;T; 1 &
. S7i% — = _ r
Hmotny stied (téZisté): RT = N Z m.r.
i=1
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Opakovani - Soustava hmotnych bodu

A

* Volna soustava hmotnych bodi. Polohové vektory jsou

Z y
m. nezavislé a k ur€eni polohy je nutné 3N soufadnic.
d\/d * Volna soustava hmotnych bodi ma 3N stupnii volnosti.
_ m * Tuh4 soustava hmotnych bodii. Vzdalenosti mezi
r y
yad jednotlivymi hmotnymi body se neméni:
| =|F; —F| =konst., p=p(F)=lim m_ dm
Rr N e ’ VooV dV
" 1 1 1
y XTE—IXpdV, z—jypdv, —jzpdv
Vv Vv Vv

* Nemeéni-li se hmotnosti jednotlivych hmotnych bodi s Casem,
potom rychlost hmotného stiedu soustavy:

o drR, 1 & dF, iN q_iN
VT_dt_I\/IZ( dtj |\/|Z _I\/IZ'

* Pro celkovou hybnost soustavy hmotnych bodu:

*=Zf>i=
i=1



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

Z A . -
m. /= - » Sila piisobici na I-ty hmotny bod : Fi
FF
* Silu ktera nam piisobi na i-ty hmotny bod si miZzeme predstavit
slozenou ze dvou vyslednic:

-

—

5 |:iZIEiE"‘IEiI

TN SN

|

Y  vyslednice vnéjSich sil  vnitfni sily, kterymi pasobi vSechny
pusobicich na i-ty bod ~ hmotné body soustavy na i-ty bod

X
« Pro vyslednici vnitinich sil plati: F'= Z Fijl , F'=0

» Podle 2. Newtonova zdkona je vysledna sila plisobici na soustavu:

_ N _ N N d2—> N dV Ndl_ji
EOLDLIOMLE LT ST S -
[ [ i

=1



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

Z A
m. = -  Podle 3. Newtonova zakona plati:
- F N ~ N N
I I I
|
» Uvazime-li: -

D N AR N =)

AL LR

Y = dt dt< "' dt
 Dostaneme pro vyslednou sila plisobici na soustavu tzv. 1. vétu impulzovou:
X ,,Casova zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodu je rovna vyslednici

vnéjSich sil pusobicich na soustavu a ma s ni stejny smér.*
- S d& . dP  d°R
— E _ R — _ T
F=)F=">P="=M—
i dt 3 dt dt

* Pro konecny Casovy interval (t;, t,) dostaneme integraci:

t
P, P | Fu
4




Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

Z m. 7 R V ptipad¢ izolované soustavy hmotnych bodi je vyslednice
‘G vn&jsich sil pisobicich na soustavu nulova a z 1. véty impulzové:
f-’ = N ~E dP = —
i F=)> FF=0=— = P =My, =konst.
i dt
T N « Zakon zachovani hybnosti:

» ,,Celkova hybnost 1izolované¢ soustavy hmotnych bodi se neméni.*

* Plsobi-li na i-ty hmotny bod sila |f| pak moment sily  _, o
vzhledem k pocatku soustavy soutradné je: M S [rl X Fi ]

* Pro celkovy moment sil vzhledem k pocatku soustavy soufadné dostaneme:

=3 M, =Y B = Yl (Fr+ R l- Mt e
i=1

=1 =1



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

zt _ * Pro moment vnitinich sil vzhledem k poc¢atku soustavy
F —F. souf‘adné dostaneme:

N I N N | NN ~
o Zr <Rl =) xR, :ZZ[ﬁXFij]
I . Udelame trik: A

DM LD N SN

i=1 j=1 i=1 1_1

|

/'||

)
T, =5

a

v

X * A pro moment vnitinich sil dostaneme:

ZZ[""’ F,J] 0, protoZe T, //F

=1 =1

» Celkovy moment sil vzhledem k poc¢atku soustavy soufadné je tedy roven vyslednici

momentl vnéjSich sil: N
> rE
=) [ri Xk ]
=1



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

Z1 _ R * Pro i-ty hmotny bod tedy plati:
\'f —F; do, d [ ]
Fo=T T =[x P J=M, =[f xF
. ji T dt dt
[ \F r ,
ji  Pro celou soustavu poscitame pies vSechny hmotné
r. body:
A ENJ db,  d i - dB i L
y L — : = — = MI = M
SdtdtE ' dt 4
X =
dB -

» Dostaneme 2. vétu impulzovou: d_ =
,»Soucet momentll vngjSich sil pusobicich na jednotlivée hmotné body
soustavy je roven ¢asove zmeéné celkového momentu hybnosti soustavy.
t1

* Integraci muzeme upravit na tvar: B = Bg - Bl = I M dt



Opakovani - Soustava hmotnych bodu — pohybové rovnice

1 Z » Kdyz za pocatek soustavy souradné zvolime hmotny
stfed (t€ziSt€) soustavy:

—

;=0 = B =0

1

» da se ukazat, Ze 2. véta impulzova plati i1 pokud
RT N vztahujeme moment hybnosti a moment sily viici
hmotnému stfedu soustavy:

B, _ ;.
dt

|
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Soustava hmotnych bodu —

7 A N

a1
|

v

X
e Uvazime-li definici
hmotného stredu:

W W * W

Teziste

W W ew

Tento nazev je odvozen z plisobeni homogenniho t1hového

pole na soustavu:
N
=FF ZG => md
i

* Celkovy moment sil Vzhledem k pocatku soustavy souradné
je tedy roven vyslednici momentii vnéjSich sil:

- z[erE] Z[rxmg] me i

* Vysledny moment homogenni tihove sily ptisobici na
soustavu hmotnych bodu je roven:

i =[MR. xg|=[R, xMg]=|R. xG]

* Hmotny stied - té€zisté je piisobiStém homogenni
tithové sily.



Soustava hmotnych bodu — kineticka a potencialni energie

(B)  Pfedpokladejme, ze soustava hmotnych bodt ptejde v disledku
pusobeni sil z pocate¢niho stavu (A) do konec¢ného stavu (B).
Potom prace silového pole pti takovém posuvu hmotnych bodu je:

ZA

N (B)
A= A =3 [P =0 €=
=1 (A)

~ soucet kinetickych energii
y hmotnych bodi soustavy :

* kde kinetickou energii se rozumi N1 2
Ey = Z ~MV;
i1 2

« Silu pusobici na i-ty hmotny bod miizeme rozdélit na vyslednici vnittnich a vnéjSich sil:
N (B) N (B) N N (B) N (B)
A=Y [Rldi+> [REdi=3">" [Fdi+Y [Rfdi=A'+A"®
=1 (A) =1 (A) =1 1=l (A) =1 (A)
» Zména kinetické energie soustavy hmotnych bodi je tedy rovna praci vykonané vnitfnimi

a vn¢jSimi silami:
J AE, =E® —EW = A' + A

» Kinetickou energii soustavy hmotnych boda ovliviuji jak vnéjsi, tak vnitini sily. Vnitini
sily ovliviuji ale jen volnou soustavu, protoZe v tuhé soustaveé se vzdalenosti mezi
hmotnymi body neméni a vnitini sily tedy nekonaji praci.



Soustava hmotnych bodu — kineticka a potencialni energie

* Pro rychlost i-t¢ého hmotného bodu vii¢i hmotnému stredu

(B)

Z y

Vir =Vi— Vg

» kinetickou energii hmotnych bodl soustavy miZzeme upravit:

N 1 , N 1 N W
E, = szivi = szi (VT +ViT) =
1=1 i=1

1 , N N N . N 1 ,
I=1 I=1 =1

W W W

X  Jelikoz celkova hybnost hmotnych bodii je viici hmotnému stfedu (t€zisti) nulova, tak:

1 2 1 \ 2 1 2 I
Ex ==Mv; +=> mvi ==Mv; +E
2 25 2

* Kinetickou energii pohybu hmotnych bodii soustavy vii€i jejimu hmotnému stiedu

nazyvame vnitini kinetickou energii soustavy hmotnych bodu.
,,Celkova kineticka energie soustavy hmotnych bodi je rovna souctu kinetické energie

hmotného stfedu a vnitini kinetické energie soustavy* — Konigova véta



Soustava hmotnych bodu — kineticka a potencialni energie

Z y

‘w7

« Jsou-11 vnéjsi 1 vnitini sily pisobici na soustavu konzervativni,
je praci A vykonanou na systém mozno vyjadfit jako ubytek
potencialni energic mezi misty (A) a (B):

A= Ay, =B -EP

» a pro celkovou mechanickou energii soustavy hmotnych bodt
dostaneme zakon zachovani mechanické energie:

(B)

E=EP +EY =EY +EY =konst.

‘w7’

energie soustavy bodu konstantni. *



Izolovana soustava hmotnych bodu
(B) * Izolovanou soustavou hmotnych bodu rozumime takovou
soustavu, ktera neni vystavena plisobeni externich sil:

FE =0

* V ptipad¢ 1zolované soustavy hmotnych bodu je vyslednice
vnéjSich sil plisobicich na soustavu nulové a z 1. véty impulzové
dostavame zakon zachovani hybnosti:

ZA

B dP . .
F:ZFiEzoza = P=My; =) p, =konst.
i =1

 Za predpokladu, ze se hmotnost soustavy V. = konst
hmotnych bodu neméni dostaneme: T '

 Za predpokladu, ze je celkovy moment sil ptisobicich na soustavu nulovy,
dostavame z 2. véty impulzové zakon zachovani momentu hybnosti:
S dB . N
M=>Mf=0=— = B=) b =konst.
i dt i=1



Tuha soustava hmotnych bodu —Tuh¢ téleso

7 4 * Volna soustava hmotnych bodi. Polohové vektory jsou
nezavislé a k ur€eni polohy je nutné 3N soufadnic.
d\/d * Volna soustava hmotnych bodi ma 3N stupnii volnosti.
_ m : :
I * Tuha soustava hmotnych bodu. Vzdalenosti mezi
r jednotlivymi hmotnymi body se neméni:
f m dm
T [B|=[f T =konst, p=p(F)=lim==
m AV
\ y
¢ ) Z m.F j.

1.
Vjp MerdV, kde Vjpo|V=dem=|v|
\

» Uddnim poloh tfi hmotnych bodii v tuhé soustavé, které nelezi na jedné piimce je
jednoznacné urcena poloha vSech bodii soustavy. Tti1 polohové vektory maji devét
soufadnic, ale musi spliovat tyto tfi rovnice:

dg = -%|, dw=|f—F| d,=[f-F,| = 6stup.volnosti

—l



Tuha soustava hmotnych bodu —Tuh¢ téleso

/o » Misto stanoveni tfi pevnych bodu v télese, miZeme urcit
zt //__ ________ N polohu télesa stanovenim polohy jednoho bodu napf. A,
—  / N osy prochazejici timto bodem a oto¢enim télesa kolem
| ; . yp ]
/ /__——\ tétoosy.
s’; P/ /’”‘ - \\ \‘\"\ . W W . W . . W
; NVANY. \*» Poloha bodu A je ur¢ena tfemi soufadnicemi, smér osy
\\ . . /4 | je urCen jednotkovym vektorem, tedy dv€éma tdaji
Y “~./ aotoCeni kolem osy jednim:
,
A I _ L
) : r,=(x,y,2) n_(nx,ny,nz),kde\n\—l, 7

* bod A a 0sa 0 zachovavaji po celou dobu pohybu v télese i prostoru stalou polohu.
X  Jedinou ¢asoveé proménnou velicinou je tthel oto¢eni a udanim jeho Casové zavislosti

je pohyb urcen : Q= (0('[)

» Uvedeny pohyb se nazyva rotaci tuhého télesa kolem pevné osy. Otaci-li se
téleso kolem pevné osy maji vSechny body télesa v kazdém okamzZiku stejnou
uhlovou rychlost a stejne thlové zrychleni:

2
dt dt  dt?




Otaceni a posunuti

posunuti (translace) otoCeni (rotace)

* vSechny body télesa se pohybuji po * vSechny body télesa se pohybuji po
rovnobéznych trajektoriich kruZnicich okolo osy otaceni




Tuha soustava hmotnych bodu —Tuh¢ téleso

* 2) ObecnéjSim pohybem tuhého télesa je pohyb, pii
kterém pouze jeden jeho bod A zachovava v télese
1 prostoru stalou polohu. Tento pohyb nazyvame rotaci
~ tuhého télesa kolem pevného bodu.
- Zavedeme vektor thlové rychlosti, jehoz smér je shodny
| s osou otaceni, kterd se miiZze ménit s Casem, pak podle
/ / Eulerovy véty je rychlost libovoln€ho bodu otac¢ejiciho
N " se télesa dana vzorcem :

> V=a(t)xF, v=orsina=aR

ZA

* Pohyb pfi kterém maji vSechny body tuhého télesa stejny vektor rychlosti nazyvame
osuvnym nebo-li translacnim pohybem:  _, _
oS gy, 1)
* Podle Chaslesovy véty Ize libovolny pohyb tuhého télesa slozit z posuvného pohybu

a rotace kolem pevného bodu. Rychlost libovolného bodu tuhého télesa lze urcit
sloZzenim rychlosti jednoho libovolného bodu A télesa a rychlosti dan¢ ota¢enim kolem

tohoto bodu: V(t) _ \7T (’[)+ a3(t)>< .



Pohyb tuh¢ho télesa

* Chaslesova véta (teorém)

Libovolny pohyb tuhého télesa Ize slozZit z posuvného pohybu a rotace kolem pevného bodu

* hmotny sted se pohybuje jako hmotny bod v némz se soustfedéna celd hmotnost télesa a
na ktery plisobi vyslednice vSech vné;Sich sil

ﬁEIE dVT_Mdzﬁ
dt

—Mid. =M —L=M—
! dt dt?

(1. impulsova véta)

* ¢asova zmeéna momentu hybnosti soustavy vzhledem k hmotnému stfredu
je rovna vyslednému momentu vnéjSich sil

-8
dt

(2. impulsova véta)



Tuhe¢ téleso — otdaceni kolem pevné osy — moment setrvacnosti

Z A
» Zvolime soustavu soufadnou tak, ze osa Z bude totozna s
osou otaceni 0.
| » Pohybovou rovnici ziskame Upravou tieti slozky 2. véty
P impulzové:
Vs \ p de _M
N N
Vb > B, = Z [ri X MV, ]z = Z(Ximiviy - yimivix)
\ =1 =
X """"""""""""""""" — « Pfi rotaci kolem pevné osy se i-ty hmotny bod pohybuje po kruznici a tedy:
X; = R COS . y. =R sing.
do. . do.
v, =—R P sin ¢, Vy= R % cos 1)
dt dt

U tuhé soustavy hmotnych bodl jsou thlové rychlosti vSech bodu stejné:

N N
%:w:d_(ﬁ — BZ:ZmiRiza):a)ZmiRizza)J
dt dt i=1 i=1



Tuhe¢ téleso — otdaceni kolem pevné osy — moment setrvacnosti

Z A

A

>l

» JelikoZ jsou pro tuhou soustavu hmotnych bodl vzdalenosti
hmotnych bodil od osy otaceni konstantni, miZeme definovat
moment setrvacnosti:

J Eimin = [R?pdv
=1 vV

* Ttreti sloZku pohybové rovnice miizeme tedy psat ve tvaru :

] 2
‘”—”—Jd—”=Jd—f=MZ:MO
dt = dt  dt

» Kde sloZku vysledného momentu vnéjSich sil do sméru osy otaceni nazyvame vyslednym
momentem vnéjsSich sil vuci ose a kde obecné:

My=n-M=nM, +n M +nM,

—

M =" (FxFF)



Tuhe¢ téleso — otaCeni kolem pevné osy — kineticka energie

» Vratime se ke Konigové vété - celkova kineticka energie soustavy hmotnych bodu je rovna
souctu kineticke energie hmotného stfedu a vnitini kinetické energie soustavy.

va —I\/Iv += ZmVIT—;MV-?-FE:(

» Jestlize soustava (teleso) kona pouze posuvny pohyb V tomto pripad¢ je rychlost vSech bodii
a tedy 1 t€zi8t€ stejna a kineticka energie:

Z ~m.v? ——Mv

» Jestlize se soustava (téleso) otaci kolem pevne 0sy okamzitou uhlovou rychlosti @ potom pro
Kinetickou energii soustavy dostaneme:

1, ol » 2 1 ¢ o 1.5
Vi =Ria) — EK :Zimivi :sziRiw :ECO ZmiRi :EJCO
=1 i=1 I=

* Soustava (t€leso) kona obecny pohyb, ktery 1ze v kazdém okamziku nahradit posuvnym
pohybem a rotaci kolem osy prochazejici t€ziStém:

1 1
E, =§|\/IVT2+§J0602



Analogie otaceni a posuvu

posunuti

» vzdalenost X o kolik se téleso posunulo

_dar
e rychlost v = dx / dt v:a
e zrychlenia = d2 /dt2 A= m
« sila F E
* hybnost p P
* 2. Newtonilv zédkon F = %
« hmotnost m
L . 1,
* kineticka energie E( = > mv
. dP
e I. Impulsova véta F© = e

otoceni

» thel @ o kolik se téleso otocilo

- XV
« thlové rychlost ® = d¢/ dt 0=—;
I
: . do
e Ghlové zrychleni ¢ = d?¢p/dt? &= n

* moment sily M, =xF, -yF, M=FxF

- moment hybnosti B, =xp,~yp, B=Fxp
v =98
dt

« moment setrvacnosti J = Zmi R = j R*pdV
i Vv

* 2. Newtonuv zakon

1
e kinetickd energie =~ Ex = > Jo*

K
dt

« 2. Impulsova véta ME




